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We　consider　the　existence　of　the　generalized　solution　for　a　free　piston　problem　for　isentropic
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1． Introduction
　　　　In　this　paper　we　study　the　following　free　boundary　value　problem，　the　so－called
free　piston　problem，　for　isentropic　gas　dynamics
｛謂1∴（ρ）｝。　一。
in　　　　｛（x，　t）　：　x　＜　コ9（t），t　＞　0｝， （1）
｛鵬㍊＿。 iエ1　　　｛：（コe，t）　：　コじ　〉　コc（t），孟　＞　0｝， （2）
ζガノ（t）＝－k｛P2（ρ（x（t）十〇，t））－Pi1（ρ（x（の一〇，t））｝fbr　t＞0， （3）
whereρis　density，　iL　is　velocity，　m＝ρu　is　momentum，　x（t）is　a　position　of　the　free
boundary，　k＝8／M　is　a　positive　constant，　S　is　sectional　area　of　the　free　piston，
Mis　mass　of　the　piston，　and　Pj（ρ）＝αゴρツゴis　pressure，αゴis　a　positive　constant，
ッゴis　adiabatic　exponent，1＜η＜3，ゴ＝1，2．　These　equations　describe　the　state
where　there　is　a　piston　in　a　long　and　narrow　cylinder，　and　the　piston　can　move　left
and　right　without　friction．　We　note　that　the　gas　in　the　left　hand　side　of　the　piston
may　differ　from　that　in　the　right　hand　side．　Initial　and　boundary　conditions　are
the　fbllowing
（ρ＠，0），ψ，0））＝（ρ・（x），tt。（x））　f・rx∈R，
ρ＠（t）±0，孟）｛ψ（t）±0，t）－x’（t）｝＝O　f・rt＞0，
x（0）＝0，　x’（0）＝πo
（4）
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whereρo（x）（≧0）and　iLo＠）are　bounded　measurable　functions，πo　is　a　constant．
　　　　T．P．　Liu（［8］）solved　the　free　piston　problem　fbr　gas　dynamics　in　1⊃agrange　co－
ordillate　provided　that　the　total　variation　of　the　initial　data　is　suMciently　small
by　using　the　Glimm　method．　In［13］，　the　author　recently　solved　initial　boundary
value　problems，　the　so－called　moving　piston　problem，　by　using　a　compellsated　com－
pactness　theory　provided　that　1＜”）’≦5／3．　Now，　we　shall　prove　the　fbllowing
theorem．
THEoREM　1．　ひnder孟んe　conditions
1＜っくフ・≦5／3 （」＝1，2），
オんeカree　piston　problem（1），　（2），（3），　αnd（4）　んα5　αgeη・eγrαあze（オ80施翻oη・（ρ（x，孟），
u（x，t），x（オ））．　These　f？Lnct乞on8ραn（オuαγ「e　bounded　meαsm「α6Ze／henctioη・8ωん乞cん
8αオ乞吻
｛　　0≦ρ（x，t）≦01，
　　1ψ，t）1≦σ2，
！・rα．e．・n｛＠，t）：オ＞0｝，
ωんere　Ciαnd（bαTe　c・nstαnts．　Tんe　p楠π郷んコじ（t）is　c・nt伽・u吻differentiαble
ωith　respect　t・オαnd　tんe　derivα伽e（）f　x（t）乞5助）5Cん伽C・nt伽・USαnd　6・iLnded．
Theseプ’unctionsρ（x，t）αnd　u（x，オ）sαtisfyαn　entγりpy　inequαlity　in　eαcん8乞（le　oノオんe
piston　in　tんe　sense　o／distribiLtion，
　　　　The　proof　of　this　theorem　mainly　fbllows［13］．　In　Section　2　we　introduce
notations　and　basic　lemmas　fbr　the　construction　of　the　approximate　solution．　In
Section　3　we　show　how　to　construct　the　appro）dmate　solutiol1，　and　give　the　uniform
五゜°estimate．　In　Section　4　we　brie且y　introduce　the　compensated　compactness　theory
and　the　method　of　the　convergence　of　the　approximate　solution　fbr　the　Cauchy
problem　proved　by　DiPerna（［3］），　Ding，　Chen，　and　Luo（［1］，［2］）．　To　apply　this
method　to　our　problem，　we　need　two　estimates．　One　is　the　unifbrm　L°°estimate
given　in　Section　3　and　the　other　is　the　estimate　f6r　compactness　of　entropy．　In
Section　5　we　calculate　this　estimate．　In　Section　6　we　treat　the　convergence　of　the
approximate　path　alld　the“error　estimate”fbr　the　approximate　solution．　Owing
to　the　method　in　Section　4　and　by　the　propositions　in　Section　6，　we　obtaill　that
the　approximate　solution　converges　to　a　generalized　solution．　In　Section　7　we　show
that　the　solution　satisfies　an　entropy　inequality．　Thus，　Theorem　l　is　proved．
　　　　The　uniqueness　of　the　solution　of　this　problem，　unfbrtunately，　is　an　open　prob－
Iem　even　now．且owever，　I　believe　that　the　generalized　solution　which　satisfies　the
entropy　inequality　（see　Section　7）is　unique，　because　this　inequality　is　physically
reasonable．
2．Preliminaries
We　first　recall　some　known　results　of　our　problems（cf．［6］，［12］）．
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2．1．　Notation
　　　Consider　the　system
Ut十F（U）x＝0
in　the　each　side　of　the　free　boundary　x（t），whereσ＝T（ρ，　m），　F（σ）
P），P＝P（ρ）＝αρ7，　m＝ρ窃，（α，　or）＝（α・，ッ・）・r（α2，0r2）．
　　　The　eigenvalues　of　this　system　are
　　λ、（σ）＝u－V7石一｛A2 ）－u＋緬 m／ρ一〉／iiiS7ρe，
m／ρ＋両ρθ
（5）
＝Tim，m2／ρ＋
where　θ＝（7－1）／2，
and　the、Riemαnn　invαriαnts　are
ω（σ）＝
z（σ）
u＋Y孕吻
uイ孕吻
一丁＋票ρθ，
　　　m　＞／砺θ
　　　ρ一　θ　ρ’
We　set
2］（W。，Z。）一｛T（ρ，m）ω（σ）≦ω。，Z（σ）≧Z。，ω（の≧Z（σ）｝ （6）
and
A（WO，ZO）＝　sup　max｛1λ、（σ）1，1λ2（σ）1｝．
　　U∈Σ1（WO，ZO）
2．2．　Generalized　solution
　　　Atriple　of　functions（ρ＠，　t），m（x，t），x（t））is　called　the　generαlized　solution　of
the　free　boundary　value　problem（1），（2），（3），　and（4）ifρ＠，　t）and　m（x，t）are
bounded　measurable　functions，　x（t）is　a　Lipschitz　continuous　function，　and　they
satisfy
｛0≦ρ（x，t）≦0，lm＠，t）1≦oρ（x，t）
in　　　　｛（x，t）　　：　t　＞　0｝
for　some　positive　constant　O　and　satisfy　the　following　integral　relations
蕉（pil・　＋　mip・）dxdt　f、，　P・（x）φ（勲一・（ブー・，2），
∬〉。｛mφ・＋（m2／ρ＋P）軽｝dxdt＋差m・＠）φ＠，・）砒
＋去∠一（，）π（φ・脚オ＋k・φ（・，・）一・，
（7）
（8）
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fbr　anyφ＠，オ）∈0δ（Rx×｛オ≧0｝），　where　I1＝（一〇〇，0），12＝（0，00），
　　　　　　　　　D・＝｛（x，t）・x＜x（孟），孟＞0｝，D2＝｛（x，t）：x＞x（孟），オ＞0｝，
mo（x）＝ρo（x）Uo（x），1（オ）＝xt（オ）and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（X・t）一｛雛：1瑠：：
This　definitioll　is　equivalent　to　thatσsatis丘es　the　fbllowing　conditions
　　　　　　　　　　Ut十F（σ）x＝O　　　in　　DI　U工）2　　（in　distribution　sense），
　　　　　　　　　　｝ズσ（轍一嗣・・ε↓・in　L・・（R）w・ak・，
1嬬）＋E｛m（x，・t）・一・a（t）ρ（x，t）｝…a・ε↓・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　五゜°（Rt“一）weak＊，
｝膿｛m（x，　t）一π（t）ρ圃｝…・a・ε↓・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1濫）＋e｛m2／ρ一π（加＋P2（ρ）｝dx
converges　to　some　bounded　measurable　function戸2（t）in　1ン゜°（Rオ）weak＊，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　熟｛m・／ρ一π伽＋P・（ρ）｝dx
converges　to　some　bounded　measurable　function　751（t）in五゜°（R＃）weak＊，
　　　　　　　　　　　　　　　　x（ε）－x（°）一！．x（。）＿π。　a，ε↓。，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　　　　　　ε
　　　　　　π’（t）＝－k｛戸2（の一iヲ1（t）｝　　　in　　Rナ　　　　（in　distribution　sense），
where　Ob＠）＝T（ρo（の，mo（x））．　If　the　derivative　Iノ（t）exists　a．e．，　then　the　last　rela－
tion　satisfies　almost　everywhere．
2．3．Elementary　waves
　　　The　rαrefaction，ωαve　curves　consisting　of　the　rarefaction　wave　solution　of（5）
which　starts　from　the　state乙「o＝T（ρo，m，o）are　the　fbllowing　two　curves
．R1（研〕）：U　　＝　　γ・1（ρ；UO）
1～2（研〕）：U　　＝　　γ・2（ρ；乙1b）
一u・一
浴iρ・一ρ9）（ρ≦ρ・），
－u・＋票（ρ・一ρ9）（ρ≧ρ・）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Free　Piston　Problem　　　　　　　　　　　　　　　167
The　shockωave　clLrves　consisting　of　all　states　which　can　be　connected　with　the
states　Uo　by　a　shock　wave　are　the　fbllowing　two　curves
s、（u。） U　　＝　　81（ρ；U（））　ニ　　ILo一
S2（U。）：U＝S2（ρ；UO）＝U。一
（ρ一ρ0）（P（ρ）－P（ρ0））
（ρ一ρ0）（P（ρ）－P（ρ0））
（ρ≧ρo），
（ρ≦ρo）．
We　also　use　the　curves　u＝ち（ρ；Uo）and　u＝§｝（ρ；乙1b）　（ゴ　＝　1，2），　called　reverse
ωαve　curves，　which　are　defined　by　uo＝rゴ（ρo；σ）alld　by　uo＝5ゴ（ρo；σ），　respectively，
where乙To＝T（ρo，ρozeo）andσ＝T（ρ，ρの．　From　these　curves，　we　set　1－wave　curve
ρ＝！1（u；Uo）and　reverse　2－wave　curve　p＝！2（u；Uo）which　start　from　the　state乙To　by
the　f（）llowing
ρ＝！1（u；Uo）＝
sii（u；Uo）
写1（IL；　U（〕）
0
（u≦Uo），
（ILo＜U≦W（UO）），
（ω（Uo）＜ZL），
（9）
ρ＝f2（u；Uo）＝＝
0
手『ガ1（u；Uo）
亀一1（u；Uo）
（u≦z（Uo）），
（Z（UO）＜U≦ILo），
（zeo＜切，
（10）
wh・・eρ一写1（u；U・）i・th・inverse・fun・ti・n・f・…rゴ（ρ；・U・），　and…n・
2．4．Riemann　problem
　　　　To　construct　an　appro）dmate　solutiol1，　the　following　Lemmas　2，3are　used
（cf．　［6］，［9］，［12］）．
　　　Firstly，　we　consider　an　initial　value　problem　for（5），　where
P＝αρ「y
in｛（x，t）：x∈R，　t＞0｝（the　so－called　Riemαnn　problem）with　a　condition
o＠，o）
一｛：1 （x〈o），
（x＞o）
（Ul，Ur：C・nStant　VeCt・r）．（11）
　　　LEMMA　2．　7んe　Riemαnn　problem（5），（11）んα8αgeneralized　solutionωん乞cん
CO幅5オ8（ゾCOnStant　StαteS，　ShOCk　WαVeS，αnd　Centered　rarefaCtiOn　WαVeS．　ThiS　SO－
lution　i8　pieceωise　cont伽OUS　and　Sαtisfie8　tんe　folloω吻e8オ伽αオe8
≦≧　σのくω妖
｛ max｛ω（Ul），ω（Ur）｝，
min｛z（Ul），z（Ur）｝，
（12）
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αnd・tんe即remum　oノαbsoliLt・e・VαliLe（沸んe　Wαve　speed（ザ伽550Z癩0偏8剛9Teαオer
tんαn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　sup　max｛1λ1（σ（x，t））1，1λ2（σ＠，オ））1｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x，t）
　　　We　explain　simply　how　to　construct　the　solution．　The　intersection
　　　　　　　　｛σノ（ρ，ρ・L）・ρ一五（u；Ul）｝∩｛σ一T（ρ，ρ・L）・ρ一1，（u；Ur）｝
is　never　empty　and　consists　of　a　unique　stateσ＝T（ρ，ρu）．　But，　a　cannot　be　defined
if戸equals　zero．　In　this　case，　we　take万toめe　any　value　between　ILI　and　ur．　Then，
σis　connected　with　the　state乙Tl　by　a　1－rarefaction　or　1－shock　wave　and乙「r　is
connected　with　the　stateσby　a　2－rarefaction　or　2－shock　wave．　R）r　example，　letσ
be　iI151（Ul）and乙Tr　be　in　R2（σ）．　Then　the　solution　of　the　Riemann　problem　is
σ（x，t）
whereσis　the　shock　speed　defined　by　the　Rαnk
　　　Next，　fbr且xed　positive　number△ちwe　consider　a　fr
（1），（2），and
　　　　　　tt－zeo　　　　　　　　　　　　＝－k｛1：i2（ρ（ozt十〇，の）－Pl（ρ（を万オー0，オ））｝　　　（0〈オ＜∠Lの，
　　　　　　　　ムオ
in｛（x，t）：x∈R，0＜t＜△孟｝with　conditions
　　　　　　　　　　σ＠，・）一似毒；3，鰍c・n・tantvect・・），
≡防　for・x＜σオ，
≡σ　f・r・ot＜x＜λ2（σ）オ，
i・d・伽・dbyｽ翻㌦f・・λ恥く聯，
　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　ine－．石臨goγL乞oオcondition
　　　　　　　　　　　　σ（σ一Ui）＝F（σ）－F（防）．
　 　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　ee　boundary　v lue　problem
（13）
（14）
　　　　　　　　　　　　　ρ（lt±0，孟）｛u（It±0，オ）－Zil｝＝0　　　（0＜オ〈ムオ），　　　　　　　　（15）
where　x（t）＝砒．
　　　　LEMMA　3．　Tんeカeeδo％η，dαry　vαlue　problem（1），（2），（13），（14），αna（15）んα5
・9・n・rαlized・・傭・n（ρ（切，m（X，t），Oft）．　Th・1耽伽σ（X，t）＝T（ρ（X，t），m（X，の）
COnSiStS（ザC・nS伽オ8孟αオe8，5んOCkωα”e5，α醐Centered　rαrefaCti・nωα”e8，αnd　iS
μeCeω乞8e　C・nt伽・・LS。　The加Cオ伽σ＠，オ）んα5仇e翅・ω吻e8伽αオe5
　　　　　　　　　　　　　｛w（U；　P2）≦max｛ω（Ur；P2），2π一z（Ur；」P2z（σ；P2）≧min｛z（Ur；P2），z（σ；P2）｝）｝’　（・6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽｛（頭）：x＞πちo＜オ＜ムオ｝，
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（17）
in　｛（x，　t）：x＜翫，0＜t〈∠』t｝，
ωんereσisαstαte（ザρ＝0αη・d　u＝π，ω（σ；Pj）and　z（σ；1う・）αTe抗e　Rie7nαnn
伽aWiαnts　f・T　P＝P」（ρ），ゴ＝1，2．　Furtherm・陀オんe　c・nstαnt・vel・c吻π（ガ舌んeかee
6・undaTy　X（t）5α鮒ie8オんe　inequαlities
min｛U2，ZLo｝≦π≦max｛π・，u。｝， （18）
ωんereπ1αη面2α質e卿eηわ〃
｛U∈R・P・（ノ・（U；Ul，P・））－P2（f2（U；Ur，P2））｝一［π、，π2］，（19）
ωんe7re／1（Zt；　Ui，Pl）is　the伽ηC翻0γL∫1（U；乙Tl）for　P＝Pi1（ρ）（i〔乖7乙e（∫（9）αη，〔1／2（u；Z）rr，
p2）is　the　function！2（u；乙1のfor　P・＝P2（ρ）defined（10）．　Especially，　iil　and　Of2　do
not　depend　on　At．
　　　We　use　Lemma　3　to　construct　an　approximate　solution　of　the　original　problem
（ユ），（2），（3）and（4）near　the」Eree　piston．
　　　　Pro（）f，　We　note　that　the　functionρ＝∫1（u；Ul，Pl）of　u　does　not　increase　and
　　　　　　　　　　　　　　the　functionρ＝！2（u；Ur，P2）of　u　does　not　decrease（c£［2］）．　Hence　the　function
9（ze）　＝U－ILo
At
　　　　　　　tV十k｛P2（f2（tt；Ur，P2））－Pl（！1（U；Ul，Pl））｝
of咀s　bijective　from　R　to．R．　Theref（）re　there　exists　a　unique　null　point　a　of　g（u）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　set戸i＝！1（1；Ul，Pl）and戸．＝ゐ（Of；Ur，P2）．　Then，　T（戸1，戸z冠）is　connected　with
the　state乙㌃by　a　1－wave　and乙lr　is　connected　with　the　state　T（戸r，万rl）by　a　2－wave．
Furthermore，
一k｛P2（ρ（を励十〇，　t））－Pl（ρ（at－0，オ））｝
　　＝－k｛P2（戸r）－Pl（751）｝
＝－k｛P2（！2（π；Ur，P2））－P1（∫、（π；Ul，PL））｝
　　　　U『UO
　　　　　ムオ
because　I　is　the　null　point　of　g（u）．　We　show　the　inequalities（16）．　We　note　that
the　state　Z7r≡T（ρr，ρrlL）on　the　right　hand　side　of　the　piston　is　connected　with
the　state乙Tr　by　only　a　2－wave．　Firstly，　we　consider　the　case　where　this　wave　is　a
rarefaction　wave．　If戸r＞0，　then
z（σ）＞z（Ur）＝z（σ），　w（σ）≦w（Ur）．
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If戸r＝0，　then
　　　　　　　　　　　　　　　　　2∫（σ）＝之（σの≦z（σ），　ω（σ）≦ω（σr）．
Hence（16）are　satisfied．　Next，　we　consider　the　case　where　the　wave　is　a　shock
wave．　In　this　case，　the　solutionσdoes　not　take　the　value　except　Ur　and　Ur．　Fbr
the　values乙rr，　Ur　andσ，　the　fbllowing　relations　are　satisfied
z（Ur）＜z（Ur）＜；zr（σ），　w（Ur）＜w（σのく2il－z（Ur）．
Therefbre，（16）are　satisfied・The　inequalities（17）are　proved　by　a　similar　argument・
Last，　we　shpw　the　inequalities（18）．πis　the　null　point　of
u－u。＋z（u）
where
　　　　　　　　　　　　　Z（・L）－kAt｛P2（！2（U；Ur，P2））－Pi　（f、＠防，Pi））｝．
1（u）does　not　decrease　and　the　null　set
｛u∈R：Z（u）＝0｝＝［π・，π2］．
Thus，　the　inequalities（18）can　be　obtained　easily．　The　proof　is　complete．
2．5．　Invariant　region
　　　LEMMA　4．　五eオΣ11＝Σ（W1，Zl），
1．写翻翻8オαオe801α醐σ塗αre偏んe　region　2コ1，　tんen・tんe・soliLtion（）f　the　Riemann
　　　problem　for（5），ωんeγre　P＝αρツ，αlso　is　inΣ71．
2．　1アT（ρ（y），m（9））∈Σフ1プbγ・α〈y＜6，　then
T（わ≒∬麟わ≒∬m（y）dy）　・・
3． 五et（σ（x，オ），　nオ）　δeαsoliLt乞on　Oノオんe　1ケ℃e　1）iston　pγりblem　in　1｝emmα32vitん（iαtα
Ub　Urαnd　ZLo．　Then，
（a）　Of　Ur∈Σ（ω1，z1；P2）αn（1　z1≦i］1≦（ω1十之1）／2，オんenσ（x，オ）∈Σ（ω1，z1；P2）
　　　　f・r　any＠，オ）in｛（x，t）・x＞πちo＜オ＜ムオ｝，
（b）　ザ乙㌃∈Σ7（ω1，z1；Pl）αnd（ω1十Zl）／2≦iii≦ω1，孟んenσ（x，オ）∈Σ7（ω1，z1；Pl）
　　　　for　any＠，オ）in｛（x，t）：x＜πちo＜k△孟｝，
ωhereΣ7（ω，z；Pj）乞8オんe　region乏フ（ω，z）d〔乖πe（i（6）プbγD　P＝1う・（ρ），ブ＝1，2．
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　　　　Pro（’f，
1．　By　the　definition　of　the　regionΣ71　arld　by　the　inequalities（12），　it　follows
　　　　immediately．
2．　We　note　that
　　　　　　　　　　　　9、一｛T（ρ，m）・ρr、（ρ；σ、）≦m≦ρ・、（ρ；σ、），0≦ρ≦ρ、｝，
　　　　where　zel　andρ1　are　the　values　corresponding　to　the　state　defined　byωl　and
　　　　zl．　The　functionρrl（ρ；Ul）ofρis　concave　and　the　functionρr2（ρ；1フ「1）ofρis
　　　　convex．　Thus，　by　the　Jensen，s　ineq2Lαlity，
　　　　　　（pr2）（わ≒∠bρω吻）≦う≒∠bρ（蜘））dy≦b≒∠bm（y）dy，
　　　　　　（P・・）ぽρω吻）≧わ≒∠bρ（艸ω）dy≧b≒∬m鵬
　　　　Therefbre，　it　f‘）llows．
3．（a）　By　Lemma　3，
　　　　　　　　　　　　　ω（σ）≦max｛w（Ur），21－z（Ur）｝≦max｛ω1，2π一z1｝≦ω1，
　　　　　　　　　　　　　Z（σ）≧mil1｛Z（Ur），Z（σ）｝≧min｛Z1，π｝≧Zl．
　　　（b）　It　f（）110ws　similarly　to　the　case（3a）．
2．6．　Entropy
　　　　Asmooth　function　pair
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（η（σ），q（σ））　（σ一丁（ρ，m））
is　an　entropy　pαir　for　the　system（5）if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η（σ（x，t））t十q（σ（x，t））x＝O
fbr　a　smooth　solutionσ＠，t）of（5）．　This　relation　needs　a　compatibility　condition
　　　　　　　　　　　　　　　　▽q（σ）＝▽η（σ）▽F（σ）　　（▽＝（∂ρ，∂m））・
The　condition　becomes
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛；雲諭’
by　a　change　of　variabヱe　from（ρ，　m）to（ω，z）．　This　gives　the翫Jeγ一Pois80n－Dαrboux
（EPD）eg・Lati・n
　　　　　　　　　η一÷。（OPw・一・nz）一・，　wh・・eτ一1易θ一llヨ・
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The　entropyηisωeαk　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［η（ρ，ρ・L）］，一。－o・
The　Dαrboux　’s　f（）rmuZα
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一ハ（ω一・）（・一・）｝・φ（・）d・
gives　a　solution　of　EPD　equation　for　any　functionφ（8）．　Especially，　by　takingφ（5）
as　82，　this　gives　the　entropy　pair（η＊，q＊）represented　by
　　　　　ガーρ2L2／2＋ρe，－q＊一（ρu2／2＋ρe＋P）u，　wh・・ee一ッ当、号，
that　is，η＊is　the｛mecんαnicα1　energy．　R）rφin　the　class　O2，ηgiven　by　the　Darboux’s
fbrmula　has　the　fbllowing　estimates，
　　　　LEMMA　5．　五eオΣ＝Σ（ωo，之o）。　Tんen　foT　1＜ツ≦2αnd　forσ∈Σフ，
ωんere　Mo＝Mo（X，ッ，φ，φ’），
　　　　It　is　easy　to　show　the　proof　of　Lemma　5　by　the　Darb
detailed　estimates　of　the　entropies　corresponding　to　the　compensated　compactness
theory　are　given　by　Din，g，　Chen，　and　Luo（［1］，［2D．
3．ApProximate　Solution
　　　　In　this　section，　we　construct　an　approximate　solution　fbr　the　free　piston　prob－
lem（1），（2），（3）and（4）．
　　　　We　suppose
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦ρo（x）≦ρM，　　1iLo（x）1≦UM，
whereρM　and　zeM　are　constants．　We　fixω1，　zl，ωT　and　zr　such　that
　　　　　醐∈x幅P・）∩x（ω・，・r；P2），ω号之ε≦・・，ω宇r≧ω・，（2・）
　　　　　Zr≦ito≦Wl．
We　note　that　we　can　always　take　these　values　in　order　to　satisfy　the　last　relations．
Because，丘rstly，　we　can　takeωl　and　zr　such　that
　　　　　ω1≧max｛ilo，ω（ρM，？LM；Pl）｝　and　z．≦min｛πo，z（ρM，－UM；P2）｝，
　　1▽η（σ）1≦Mo，
1▽2η（σ）1≦M、▽2η＊（σ），
　0＜M2≦▽2η＊（σ），
妬＝M・（X，ッ，φ”），α煽M2＝M2（X，のαTec・η5伽オ8．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　 　　　　oux，s fbrmula．　Mo e
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next，　we　may　takeωT　and　zl　such　that
ωr≧max｛2wl－zr，ω（ρM，uM；・ら）｝　and　zl≦min｛2zr－wl，2（ρM，－zeM；pl）｝，
then，　the　inclusion　and　the　inequalities（20）hold．1・et
　　　　　　　　　　　　　　2フz＝Σ7（ω1，Zl；P1）　and　　Xr＝＝Σフ（wr，zT；P2），
　　　　　　　　　　　　　　五・＝max｛五（ω1，Zl；P・），五（ω。，z。；P2）｝，
and　fix　a　constant／11　such　that
Ao＜ノll＜2／10．
Furthermore，　we　set　su伍ciently　sma11　parameters△x　and△t　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax／ムオ＝ノ11．
This　corresponds　to　the　Oourant－Rriedrdchs－Leωy　condition．　Under　the．above　as．
sumptions，　we　collstruct　an　apProximate　solution
（u△（x，t），xA（t）），
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ△（x，t）　T（ρ△（コじ，オ），m△（x，オ）），
and　we　give　its　estimates．
　　　We　set　the　interval五子and　the　set　J弛as
理一 （（ゴー1）△x，（ゴ＋1）4x］（ゴ∈」n，n＝0，1，2，…），
｛｛．．．，－5，－3，－1，1，3，5，．．．｛．．．，－4，－2，0，2，4，．．．｝｝鶴：器
　　　We　define
　　　　　　　　σ△（x，・）－m（均）ム願・n理（ブー士1，±3，・・〕・
By　L・mm・4（2），　it　h・ld・th・tσ△＠，0）remain・inΣ・∩Σ・・ln　the　cell鰐×（0，△t）
（ブ＝2，4，6，．．．）which　lies　in　the　right　of　the　piston，　we　defineσム（x，t）as　the
solution　of　Lemma　2，　where　P＝P2（ρ）and　the　illitial　data　isひ△（x，0）．　In　the　cell
鰐×（0，ムオ）（ゴー－2，－4，－6，…），w・d・丘n・σ△（瑚・imila・ly・f・・P・＝pi（ρ）・In　th・
cell　Eδ×（0，△t），　we　defineひ△（x，のas　the　solution　of　Lemma　3，　where　iLo＝πo，　and
we　set　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x△（のニOft　f・・0＜t＜ムオ．
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We　show
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　飾≦π≦ω1．
By　the　factσム（－0，0）∈Xl，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωz≧ω（σ△（－0，0）；P1），
hence，　it　fbllows　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pi（！1（ωz；σ△（－0，0），P1））＝O
by　the　definition！1，　Then，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 z（Wl）一櫨｛P2（ゐ（ω1；σ△（＋o，o），P2））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－P1（！、（ωz；σ△（－0，0），P1））｝≧0．
By　the　fact
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［tt・，π2］＝｛u・Z（u）＝0｝
and（21），　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωz≧711．
In　a　similar　way，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z。≦π2．
Therefbre，　by　the　above　inequalities　and　by（18），　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π≦max｛π1，πO｝≦ωZ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≧min｛a2，π0｝≧之．．
Thus，　it　is　clear　thatσ△＠，孟）remains　in　Xl　for　x＜翫and　remains　inΣT　for　x＞砒．
Forオ≧ムオ，　we　construct　the　apProximate　solution（σ△＠，t），　x△（の）inductively．
Letσ△（x，t）be　defined　in｛（x，の：x∈R，0≦オ＜nムオ｝，　and　x△（のbe　de丘ned　fbr
O≦オ≦γL△孟as　a　polygonal　line．　We　supPose
　　　　　　　　　　　　σ△＠，孟）∈Xl　恥・x＜c△（t），　o≦オ〈n△診，
　　　　　　　　　　　　σ△（x，t）∈XT　fb・x＞x△（孟），0≦オく油，
　　　　　　　　　　　　・・≦急△（t）≦ω一…＜オ≦nムオ・
We　take　an　integerゴo　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　略≡x△（nAt）∈槻（ブ・∈Jn）．　　　　（22）
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We　set
σ△＠，nムオ）＝
商ムσ△瞬肋鰐（ゴー一土嚇
m（　1ｹ圭、）臨、σ△（y，・nAt・一・）吻一竣盈，
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　槻＋・一＠8，（ゴ・＋3）△x］，槻一、一（（ゴー3）△躍8］・
In　the　cell
　　　　　　　　　理＋1×（n△ち（n＋1）△t）（ブーゴ・－3，ゴ・－5，ブ。－7，＿）
which　lies　ill　the　left　of　the　piston　and　in　the　cell
　　　　　　　　　理＋1×＠△ち（n＋1）△孟）（ブーゴ・＋3，ゴ・＋5，ゴ・＋7，＿）
which　lies　in　the　right　of　the　piston，　we　de且neσ△（x，t）as　the　solution　of　Lemma
2．In　the　cell　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　（礁、∪礁翌）×＠△ち（n＋1）ムオ），
we　defineσ△（x，t）as　the　solution　of　Lemma　3　where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u・一［静△（t）L柵，
and　we　set
　　　　　　　　　　x△（t）　＝　（t－n∠玉t）π＋略f・・nムオくオ≦＠＋1）ムオ．
In　a　si］皿ilar　way　to　the　case　O＜亡く△t，　i七is　easy　to　show　that
σ△（x，t）∈Σ’I　　forコじ〈x△（の，
σ△（x，t）∈Xr　fb・x＞x△（オ），
・r≦盤△（の≦ω・・
（23）
　　　PRoPosITIoN　6．　For　the　free　Ptston　problem（1），（2），（3），αnd（4）ωe　cαn　con．
・蜘・描・αPP・・xim・t・　S・luti・n（σ△（x，t），　X△（オ））画・んん・・tん・foll・ωing　unOform
LOO　e5timαte8
　　　　　　　　　　　　　｛　　 　　　0≦ρ△（x，t）≦0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！・r　alz　（x，t），
　　　　　　　　　　　　　　　lm△＠，オ）1≦oρ△＠，オ）
　　　　　　　　　　　　　静△（t）≦・・…オ≧・，
ωん…σ△＠，オ）＝T（ρ△（X，孟），m△（X，オ）），・醐σ勿・nd・・nΣi・nd・X。　biLt・n・t・n
△rc．
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4．Compensated　Compactness
　　　　DiPerna（［4］），　Ding，　Chen，　Luo（［1］，［2］）showed　the　fbllowing　theorem．
　　　　TE［EoREM　7．　五eオQわeα　region　in　Rx×R亡αnd　let｛Un（x，オ）｝nわeα8egπeηce　qプ
f勧nCtions　on　Q．　ワ仏3　supposeオんαオ孟んe！henctionsρn（x，t）　αγ乙（オILn（x，オ）αγ゜e　2LnOformly
bo2Lnded，オんαオ¢s，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦Pn（x，t）≦0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　on（？，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lMn（x，t）1≦0ρn（x，の
αnd　5αオ乞鞠オんαオブ「orαny　8m・00オんωeαんentropy　Pαir（η（σ），q（σ）），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛η（Un（x，孟））孟十q（乙㌦（x，オ））x｝n
i・曲伽吻・・即・・t・in・th・加・伽・Pαce葛葛ぎ（9），ωん・re・9　i・αrbitrαry・b・iLnd・d
・卿・％わSet・ガ孟ん・噸・n　Q』h・n，孟ん・・e酪診・α・Ub・eqU・nCe｛U。」｝ゴ・U・んオん・t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Unゴーσ　α・e・・n　Q，
ωんereσ乞8わOiLnded，オんα孟乞5，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦戸（x，t）≦0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α．e．oηQ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1而＠，オ）1≦o戸（x，t）
　　　They　used　the　fbllowing　Theorems　8，9，10　to　prove　Theorem　7．
　　　THE・REM　8（Ybung　m・a・u・e）．五・t　K　b・αb・und・d　…b8et　in　RN，　S？　b・αn
・P・n・ub8et・in・RM，｛V。（X）｝n　b・α8eq駕・nce　・f加・ti・n・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vn：9－→RN　（n＝1，2，．．．）
ω耽ん8αオ納1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vn（x）∈K　　α．e．　x∈Ω．
Th・彫ん・re　exi・ts　a　subsequ・nce｛V。、｝ゴ・ザ｛・。｝n　ana・加吻・）fp・・bαbility　m・α・㍑
｛レ。ω｝・。e．　X∈9伽…－Cα〃・d｝わ脚m・α・ur・ωith・re・脚オ・｛・。、｝）・ηRJ・U・ん
亡んαオ
1．　SUPP　Vx⊂1（，
2．炉卿・・η伽・u・加・ti・n・G（y）・ηRJ，
　　　　　　　　　　　　　　　a＠）≡〈1／X（y），G（y）〉－fRA　G（粥（吻）
is　meαsurable　funCtion　of　xαnd　it　Sαtisfie8
　　　　　　　　　　　　　　σ＠。、（x））一→G（勾　inL°°（O）ω・αk＊・
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　　　　THEoREM　9（div－curl　lemma）．　五et　9わeαbo2Lnded　open　szLbset　in　RN
ω。，　v，・w　b・加・伽・inゐ゜°（9；RN）禰・ん・α励
｛1礁楓牒綴義郷＿オ醐．
Th・n，　tん・r・　・xi・t　・ubsequ・ηce・｛V。」｝，｛ω。、｝・U・h　tん・t
　　　　　　　　　　　　　　　　　Vnゴ・ω。ゴー・v・ω　in・L°°（9）ωeαk＊．
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（‘・’m・αn・tん・inn・r　P・・du・t　・f　RN，・U・1（u・，u・，・．．，・LN）（∂x、、・・」一∂融）、≦i＜ゴ≦N．）
　　　　THEoREM　10（玉ebesgue　derivative）．　1｝eオ∫2　beαη，　open　subset（）f　RN，μbeα
n・nnegαtiVe　RαdOn　meα8Ure・n　9　and　m　be　IV　dimenSiOnα1　Lebe8gUe　meαSUre．　lf
　　　　　　　　　　2μ＠）≡li囎f殼鵠一・α・e・with・re8pe蜘
オんen，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ≡0，
ωんere　B。（X）is・an・N伽en8i・nα1・pen　．bαll　with　center　X　and　with　rα伽s　r．（2μ（の
is　cαlled　Lebesgue　lower　derivative，）
　　　　We　introduce　the　sketch　of　the　proof　of　Theorem　7．　By　the　unifbrm
boulldedness　and　by　Theorem　8，　there　exists　a　family　of　probability　measure
｛レ＠，t）（σ）｝＠，オ）∈Qand　a　subsequence｛Unゴ｝ゴsuch　that　fbr　any　continuous　function
G（σ），
　　　　　　　σ（Un・）一〈レ國，σ〉－／σ（σ）レ（・，・）（dU）in五・・（Q）weak・・（24）
Especially，　for　aI〕LY　s皿ooth　entropy　pair（η，　g），
η（Unゴ）
q（Un」）
コ彩：翻｝ in　L°°（Q）　weak＊．
We　note　that
div（q，η）
（x，t）
＝＝ ﾅt十qx，andcurl（一η，　q）
（x，t）
＝ηt十qx．
且ence，　by　the　compactness　ofη（Unゴ）オ十q（Unゴ）x　and　by　Theorem　9，　we　obtain　that
η（Unゴ夙o場）一万（砺）q（Un、）
　　　　　　　in　LOo（9）　weak＊
一一
r〈〃，η〉〈Zノ，す〉一〈1ノ，万〉〈Zノ，（1＞
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f‘）rany　smooth　entropy　pairs（η，　q），（万，の，　and　fbr　ally　bounded　open　subsetρof
Q，by　taking　a　subsequence　of｛Unゴ｝ゴif　we　need．　On　the　other　hand，　by（24），
　　　　　　　　　　　（η9一η9）（Unゴ）一→〈u，ησ一万9＞　　in五∞（Q）　weak＊・
Therefbre，　it　fbllows
　　　　　　　　　〈zノ，ηす一万9＞＝＝〈y，η〉〈〃，a＞一〈y，万〉〈zノ，9＞　　a．e．（x，t）　in（～．　　　　　（25）
By　Theorem　10，　DiPerna，　Ding，　Chen，　and　Luo　obtained　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ＠，の（σ）一δ万（。，の（σ）
by　the　relation（25）fbr　the　entropy　pairs　given　by　the　Darboux，s　formula　and　by
the　estimation　fbr　the　pairs．　If　we　take　the　fullction　G（σ）in（24）asρ，ρ2，　m，　or
m2C　then　we　have
ρn、一・P，（ρn、）2－・P2，　Mn、一・而，（M。、）2－・而2　in・L°°（Q）w・ak・・
By　the　boundedness　of　pnj，Mnゴ，戸，　and而，　it　fbllows
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～二fnゴ　　ー一一一一〉　σ　　　　　　　a●e・　　（x，t）　iエ1　（？
by　taking　the　subsequence　if　we　need．
5． Compactness　of　”t十qx
In　this　section，　we　give　the　compactness　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηi（卵（x，t））t＋ql（研（卸））x，　　　 　　　　 ｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η。（硬（x，t）），＋9。（酔（x，t））。，
where（η1，ql）and（ηr，qr）are　smoot与weak　entropy　pairs　given　by　the　Darboux，s
fbrmula　fbr　P＝Pl（ρ）and　P＝P2（ρ）l　respectively，　and　Ut△，σρare
　　　　　　　研圃一｛σ∠！L（コじ，オ）　　　　in　　　　1：）f玉　≡　｛（x，オ）　：　コr〈oじ∠L（孟），1う＞0｝，
O　　　　　　　　　　　　　　il】，　　　」［）≦介　…≡≡　｛（x，オ）　：　コじ　＞　x∠玉（オ），オ　＞　0｝，
酔瞬）一o1綱1詔1：
　　　PRoPosITIoN　11．
divided　approximαtion
五et　96eαny　bounded　open　subset　in　Rx×RかThen，プbr
UIA＠，孟）・舷㌍（x，t），
　　　ηz（UIA（x，　t））t＋ql（咄卯））x，｛nr（u。A　（x，　t ）t＋qr（酔瞬））x
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・・痂…叩・伽面・eオ・ゾH，6ま（9），醐・ん伽・幡・n・Xl，Σ。，ηb　nr，・nd・O，幡
does　not伽end　on△X，
　　　　Befbre　giving　the　proof，　we　introduce　some　notations．
　　　　Let　K　be　the　region
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（x，t）：一五（x＜L，　0¢〈T｝，
where五＝21△x，　T＝m∠」オ，　Z　and　m　are　integers．　Since　the　eigenvaluesλ1　andλ2
can　be　represented　as
λ1
λ2
1一θ　　1十θ
　2　ω十　　2　z，
1十θ　　1一θ
　2　w十　　2　z，
it　is　easy　to　show　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（w。，z。）＝max｛ω・，－z・｝．
Therefbre，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　五。＝max｛A（ω1，・Zl；P、），五（W。，之。；P2）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝m｛i・（｛ωz，－Zl，ωバz。｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝mar（｛ωT，－Zl｝
sinceωT≧ωl　and　zT≧zl　by（20）．　By（23），　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　議♂（t）≦一｛ω・，一・・｝・
Hence，　if　we　take　integers　m　and　Z　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　璽＞max｛ωバ・・｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－ma♪（｛Wl，－Zr｝’
then
静△（t）≦max｛一｝≦m・x｛w…・・｝鶏一五・霧く五・霧
This　shows
五一丁
＝
ωオムム刎m
x△i（o，T））⊂K
　　　　Proof（）f　Proposition　11．　For∫2，　we　take　integers　m　and　t　corresponding　to
the　region　K　as　the　minimum　values　such　that
K⊃9∩｛（x，t）：t＞o｝，
21　max｛ω1，－zr｝
一＞m　一max｛ω，，　－Zl｝°
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We　note　that　the　integers　m　and　l　do　not　depend　on　Ax．　Firstly，　we　give　the
estimate　of　the　approximationσ△for　the　special　entropy　pair（η＊，g＊）．　We　note
that硬is　differentiable　and　is　the　solution　of（5）for　P・＝P2（ρ）almost　everywhere
on　Dヂ．　Thus，　it　fbllows
η芦（岬）t＋ql（卵）。－o a・e・， （26）
where（η雰，q済）is　the　entropy　pair（η＊，q＊）for　P＝P2（ρ）．　By　the　divergence　theorem，
・－ ??j｛ηオ（u．A）t＋q芦醐面dオ
イ砿（t）｛η雰（酔）t＋ql（㌍）。｝dx
一薯篇砿
△（t）
｛η芦（u．A）t＋q芦（砂）。｝dx
イ｛（x△）・（のη芦（嚇オ）＋・，の）－q纏△（オ）＋・，オ））｝dt
＋∠Tq紳一・，t））dt
∠mΣ周　十 L　　　　　惚△（x，n△t－・））dx
A（nAt）
∠mΣ圖　「 L　　　　　　　　η芦＠（x・　（n－・）At＋・））dx
A（（n－1）At）
イ蕊、｛σ［η芦（醐一［qX（㌍）］｝dt，
whereΣsh。．k　is　the　sum　over　all　the　shock　waves　in　K∩Pヂ，［η詳（㌍）］and［q芦（酔）］
are　the　jumps　ofη雰（乙㌍）and　q雰（U．A）across　the　shock　wave，　respectively，　andσis
the　shock　speed．　For　the　third　and　fourth　terms　of　the　last　expression，
書｛庸芦＠瞬・））…ム（。一、）△期（n－・）ムオ＋・））砒｝
L　△
∠洞Σ祠　＝ ［η詳＠）］灘イη詳（酔（x，一・））dx
＋f。1（T）η纏丁一・））dx
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一慧ム。△、）［η芦＠）］12：；：　難［η芦＠）］ll：瀞
イη纏一・）呵1（T）η締丁一嚇
wh・・e酔（x，－0）－U。（勾and
　　　　　　　　　　　　　　　　　L・一｛1＋ム惣1：：畿
According　to（22），　we　set　the　illtegerゴ8　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x8∈縣，
then，
　　　　　　　　∠1乙△の［燗翻砒一蕊ん［η芦（嘲翻面
　　　　　　where　Jn＝｛ゴ∈Jn：ブ8十2≦ブ≦21｝，
　　　　　　　　　　　　理一｛理　　　　fbrブ≧ゴ8十4，　　　　　　　　～～　　　　　　　　　（ゴ∈Jn縣＋・f・・ブ＝ゴ8＋2，）・
恥・x∈号，ifρタ＠，凶＋0）－0，　th・n，　by　th・d・且niti・n
　　　　　　　　　　ρ細＋・）－m（1）んρヂ（y，n鯛吻一α
This　shows　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　ρぐ（y，n∠」t－0）≡0　・n理・
Hence，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん［η詳（u．A）慮ld－・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
in　this　case．　Ifρヂ（x，　n∠▲孟十〇）＞0，　then
　　　　　　　　　［η詳（酔）］翻
　　　　　　　一η芦＠（x，凶一・））一η芦婬（・・轟＋・））
　　　　　　　一▽η＃＠（x，nAt十〇））［岬］
　　　　　　　　　＋f。1T［硬］▽・η締ηムオ＋・）＋剥［酔］（トy）吻，
181
182　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．TAKENO
where
　　　　　　　　　　　　　［㌍］一σ詮（x，nAt　一　O）一σρ（x，悪＋o）
and▽＝（∂ρ，∂m）．　By　the　definition　of酔（x，　nムオ十〇），
ム▽η纏幽・）脚x
－▽η締副）ム［岬］dx
－▽η芦＠＠一）レ（x・n…・）蝋聯　＋・）｝
　　＝0．
Hence，
f．ll＿）［η燗瀞ω
一馬属1T［酔］▽2η締nAt＋・）＋剥［酔］（噛
where
　　　　　　　　　　　　」孔一｛」∈鑑・ρA（x，nAt＋o）＞0・n理｝．
Therefbre，　we　obtain　that
黒属丁［酔］▽2η纏，nムオ＋・）＋y［鯛（・－y）吻
＋∬蕊｛σ［燗一［q＃（酔）］｝dt
イ｛q9＠幽榔））一（x△）・（孟）η詳（嚇脚））｝dt
イq紳一・，オ））dt－4（T）η締T－・））dx　＋　f。L　n：（聯，一・））砒
＋難［η芦（硬）齢ω・
By　Proposition　6　alld　by　the　estimate
　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　　　Σ（Ln一五）≦mムx≦耐・ムオー五・T≦2五・T，
　　　　　　　　　　　n＝0
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we　obtain
　　　　暑属丁［㌍］▽2η腕n△孟＋・）＋剥［嚇）吻
　　　　　　＋焦｛σ［η芦（醐一幽］｝dt　　　（27）
　　　　　　≦0，
where　O＝0（ρ，α2，72，ρM，uM）．　Nexも，　we　give　the　estimate　for　nr（U．A）オ十qr（U．A）T．
Letφ（x，t）be　a　function　in　O舌（9）．　Then，
　　　　　　　　　　　孤。｛ηr（岬）幅臨｝dxdt
　　　　　　　　　　　　－ffK。Dヂ｛ηr（酔）幅（硬）φ・｝燃
　　　　　　　　　　　　イ砿（，）｛（φ鵡＋（iPqr醐dx一
　　　　　　　　　　　　　イdオ∠1（、）φ幽＋qr（㌍）・｝dx・
The　second　term　vanishes　by　the　same　reasoll　fbr（η雰，q済）．　The且rst　term　becomes
撚△，）φ圃［ηr（酔）］翻　f。Lφ（x，噺x））dx
イ｛（x△）・（確（x△（オ）榔））－qr（嚇オ）綱）｝φ幽，孟）dt
＋∬蕊φ｛σ［η。（酔）］一［qr（u．A）］｝dt
　＝Tl（φ）一｝－T2（φ），
where　Tl　and　T2　are　linear　functionals　defined　by
昨撫φ（“，…）健）］＃2：g…∠Lφ剛㌍（x7－・））dx
＋∬φ幽，オ）｛＠△）・（オ）nr＠幽綱）一贈（x△（オ）綱）｝dt
＋∬、論φ｛σ［潮一［qr（㌍）］｝dち
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乃（φ）一盾?oφ圃一φ（鰐，…）｝［燗瀞％
whereξ計is　the　middle　point　of　the　interval理．］コemma　5　shows
　　　　　　　　　　lσ［ηr（酔）］一［q。（岬川≦M、（σ［η紫（㌍）］二［q；（岬）］）
（cf．［2］）．　For　the丘rst　term　of　Ti（φ），
Σφ（鍔，醐ム［η・剛云1；9d・
ゴ∈Jn　　　　　　　　　3
一馬φ（響，　蝋1T［酔］▽2nr（㌍（x）　＋・）調［酔］（・－y）⑳
The　estimation（27）and　1コemma　5　give
　　　　　　　　　撫紳・一撚鋤）1［酔］12dx≦C，（28）
where　O＝0（9，α2，ツ2，ρM，ILM）．　Hence，
lT・（φ）1≦盾?Pφ圃一φ（望，…）1隔曝
　　　　　　　　　≦撫IIφ”伊吹一釧・1［酔］憎1▽nr（σ）ldx
　　　　　　　　　≦qlφll師）慧ム。△，）｛（△x）・＋・／・綱α一・／・1［岬］1・｝dx，
where　1／2〈α〈1，0＝0（ηr，ρM，uM，α2，72）．　Since
　　　　　　　　　　　　慧∠1　）（△勾・＋・／・dx≦慧圃・＋・／・2L
　　　　　　　　　　　　一輪ム・・（△x）α一1／22五≦五。丁五（△・・）α一1／2，
we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　IT2（φ）1≦o（△勾α一1／211φ1i師）
by（28），　where　O＝0（9，ηr，ρM，uM，α2，ッ2）．　By　the　Sobolev　imbedding　theorem
　　　　　　　　　　　暁｝，P（9）一・0β（豆）　　（P＞2，0≦β≦1－2／P），
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we　have
　　　　　　　　　　　　IT・（φ）i≦鯛α一・／・llqsllws，・（9）f・・、≒≦P・
正【ence，　we　obtain　that
　　　　　　　　　　　　　llT・11w－・，・（n）≦σ（ムx）α一1／2－O　a・△x↓0，
where　q＝p／（p－1），　W－1，q（9）＝（呵’P（9））＊．　This　shows　that　fbr　a　q，1〈q〈2，　T2　is
in　a　compact　set　of　W－1，q（ρ）．　The　next　lemma　says　that　Tl　is　also　in　a　compact
set・f　W－1，q（ρ）．
　　　　LEMMA　12．五・t　S？　b・α6・iLnd・d・卿8eオ・ノRN・媚・t　A　b・α・ub8et・ノ
　　　　　　　　　　　　　　ノレ1（9）≡｛μ：　Rαdon（8igned）meα8Ztγ・e　oη・9｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Kμ，φ＞1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ∈A，謂）．φ≠。llφII。。（9）＜°°，
then　f・γαηy　p，1〈P〈N（N－1），オんere　exists　an　imbedding
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　且一・w－1，P（o）
αnd　A　is・relα伽吻C・mpαCt　in　W－1・P（9）．
　　　Therefbre，ηr（硬）亡十qr（酔）r　is　in　a　compact　set　ofレV－1，9（9）fbr　a　q，1＜
q＜2．On　the　other　hand，　since、r2　is　bounded，
∬〉。｛η・（酔）il・　＋・qr（囎4繍≦Cllipllws・・（9）
for　any　p，1〈p〈2，　by　the　boundedness　of㌍，　where　O＝0（9，ηr，ρM，uM，α2，72）．
He皿ce，ηT（乙㌍）亡十qr（酔）x　is　in　a　bounded　set　of　W『i，「（9），　where　T・＝p／（p－1）＞2．
Therefbre，ηr（㌍）t十gr（U．A）x　is　in　a　compact　set　of耳i69（9）by　the　fbllowing
theorem．
　　　THEoREM　13（Murat）．五θ診gαnd　rうe　the　vαlues　1＜g≦2＜r＜○○αnd　let
gb・αわ・掘・d・卿S2Lわset・ザRN．　Then
（・・即α・オ・eオ・fW－’，q（Ω））∩（b・iLnd・d・eオ・ハγ一1，「（9》⊂（・・m蜘・eオ・！H，59（9））．
　　　The　proof　of　this　theorem　is　shown　in［2］．
　　　For　ni（UI△）t十ql（UIA）x，the　proof　is　similarly　obtained．
11is　complete．
The　proof　of　Proposition
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6．　Convergence　of　the　Approximation
　　　　In　this　section　we　show　the　convergellce　of　the　approximate　boundary　xA（t），
and　then　we　calculate　the“error　estimate”，that　is，　we　show　that　the　left　hand　side
of（8）substitutedσ△forσtends　to　zero．
　　　　PRoPosITIoN　14．　There乞5αcontinuoitsly　differentiαble　flLnction　x（t），αnd
オんe吻8αC・ZLntαble　sequence｛△’X｝画Cん孟e酪オ・zer・，8・LCんオんαオ
　　　　　　　　　　　　　　　　x△’（t）一→x（オ）　　　u呵’ormly乞η　［0，　To］，
　　　　　　　　　　　　　　　　静丞（t）一一x・（オ）吻b・ml〃・in［o，T・］，
プbr　any　positive　niLmbeT　To，ωんere
xA’it）　＝：［x△（t）］Ax＝△，x，
αnd・S・・n．　M・re・ver，　the　derivαtive　X’（t）is五ipschitz　C・ntinu・ILS・
　　　Pro（’f，　We　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　賜分［静△（t）］‘＿△，一。，
then，
　　　　　　　　　　　　　iL詮一u俘＿1＝AtgA（t）
where　n＝1，2，．．．，　iL玉＝πo，　and
（（n－1）△t＜t＜n∠玉t），
9△it）＝－k｛ろ（ρ△（x△（オ）＋o，オ））－P、（ρ△＠△（オ）－o，オ））｝，
from　the　de丘nition　of　xA（t）．　Let　iL△（オ）＝（コじ△）’（オ），　then　u△（オ）is　unifbrmly　bounded
by　Proposition　6．　Hence，　by　Ascoli－Arzelh，s　theorem，　it　fbllows　that　there　is　a
countable　sequence｛∠S’x｝and　there　is　a　Lipschitz　continuous　fUnction　x（オ）such
that
　　　　　　　　　　　　　　　　　x△’（t）一畷孟）uni飴・mly　in［0，　T。］
fbr　any　positive　number　2b．　Since　g△（のis　constant　on　each　interval
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（0，At），（∠玉オ，2∠玉オ），．．．，
we　get
　△　　　　A2Lπ　　　一ILπ＿1＝ムオ9△（t）
一君ご）A、gA（s）d・・
Hence，
賜分π・＋f。　9△（・）d・・
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We　de丘ne
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a△（t）一π・＋f。士9△（・）d・，　　（29）
then，　fbr（n－1）ムオくオ〈γ乙ムオ，
　　　　　　　　　脚）－u△（t）1－1行△（亡）一　・・e1≦ズムオ19△（・）ld・≦Mムオ，（3・）
whereハ4＝supオ＞o　l9△（t）l　which　is丘nite　by　Proposition　6．　By（29）and　since　M　is
finite，　we　obtain　by　Ascoli－Arzela，s　theorem　that　there　is　a　Hpschitz　continuous
function　Of（t）such　that
　　　　　　　　　　　　　　　行△’（t）一・π（t）unif・・mly　in［0，　T。］　　　　（31）
for　any　positive　number　To　by　taking　a　subsequence　of｛ムノx｝if　we　need．　We　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ△（t）イ湘，　　1（32）
then　fbr　O＜オ＜To，
　　　　　　　　　　　lx△（t）－af△（オ）1イ1・・△（・）一π△（・）ld・≦T・融　（33）
by（30），　hence
　　　　　　　　　　　　　　　あ△’ω一畷孟）unif・・mly　in［0，　T。］　　　（34）
丘）ranyT（〕．　By（30）一（34），
・LA’it）一・Of（t）unif・－lyin［・嗣オ）イπ（・）d・，　and－x（孟）∈・・（R才）・
This　completes　the　proof．
　　　PRoPosITIoN　15．　五eオφ∈0δ．　Tんen，プbTオんε3αme　seqlLence｛A’x｝α8伽
Proposition　14，
　　　　　　　∬，、（ρA’　iPt＋mA’醐＋五ρ・＠）φ＠，・）リゴー・，2），
αnd
　　　　　孤。ぬ＋｛（mA’）2／ρA’＋P（ρA’）｝醐オ＋fRM・＠）φ（x，・）dx
　　　　　　　　　　　＋去∠－x（，）聯・＋x’（オ）φ・｝峠・φ（・，・）
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tend　to　2∫eγrO．
　　　1）roof．　We　use　the　same　notations　as　in　Section　5．
（m，m2／ρ十P（ρ））are　the　smooth　weak　entropy．
We　note　that（ρ，　m）and
∬，s（ρ△φ・＋m△醐
一∬，沖臨）燃
一慧塩）φ（醐［ρ謂£1；1　か（勾φ（鵬
because
＠△）’（t）ρ△（x△（舌）＋o，オ）－m△（x△（オ）＋o，オ）
by　the　boundary　condition（15），　and
σ［ρ尋］一［mヂ］＝o
by　Rankine－Hugoniot　condition　on　the　shock　wave．　R）r　the且rst　term，
　　　　　　　　　慧∠1』）φ圃［　△ρF］麩1；8dx
　　　　　　　　　　一撫んφ圃［△ρF］器
　　　　　　　　　　一撫φ鯛ム［△ρT］艶
　　　　　　　　　　　＋撫ム｛φ圃一φ（岡［ρ認；膨
By　the　definition　ofρヂ（x，n△孟十〇），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム［　△ρ」］慧9飼・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
Hence，
伽△φ・＋m△鱒＋f、，ρ・（x）φ（x，o）dx
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
悔ん｛φ圃一φ（銚…）｝圃灘砒
≦2△嘔ll・（Ω）署a：2：：elx
－　ll軽ll・（9）犠△，）［ρヂ］翻面
≦2鯛1・（9）（慧∠1－）［ρヂ］麩銅瑠（1￥i｛飾ムオ）｝）瑠
≦・－ll・（9）儀At）［㌍醐dり瑠
≦o＞石，
where　O＝0（φ，9，ρM，zeM，α2，ッ2）．　For　the　difference　of　the　integral　on　D2　and　that
・nDヂ，
　　　　　　　　　ffD、（ρ△φ・＋m△醐一∬，s（ρ△φ・＋m△醐
　　　　　　　　　≦砿＼Dヂ）．晦）1ρ△φ・＋m△醐
　　　　　　　　　≦Om｛（（．D、＼D釜）∪（Dヂ＼D・））∩｛＠，オ）・0＜孟くT｝｝
　　　　　　　　　イlx伽△（t）匝
tends　to　zero　for△x＝∠Yx　as△勉tends　to　zero．　Therefbre，　the　proof　fbr　the　equation
of　mass　conservation　is　complete．　Next，　we　consider　the　equation　of　momentum
conservation．　By　a　calculation　similar　to　the　above，
　　　　　　臨（m△φ・＋｛（m△）2／ρ△＋P2（ρ△）｝φの燃
　　　　　　一孤沖＋｛（mヂ）2／畑（ρヂ）｝醐
　　　　　　イm・＠）φ＠，・）d　隷1　）［mヂ］翻φ圃dx
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　　　　　　　　　イφ幽，嘔（ρ△（x△（t）＋嚇
Hence，　by　the　similar　calculation　fbr　Dヂ，　we　obtain
　　　　孤。（m△φ・＋｛（m△）2／ρ△＋P△（ρ△）｝ip・）　dxdt　＋　f．　m・＠）φ（x7・）dx
　　　　　　　　難［m△］z2：：　ip　（x，　nAt）d¢一∬［P△］翻φ＠△（舌）畝（35）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　P△圃｛鍛謝1詔1：
For　the　first　term　of（35），　it　fbllows　by　the　similar　way　fbr　the　equation　of　mass
conservation　that
　　　　　　　　　　　　　　碧二［mA］翻φ伽△榔・価
where（フ＝0（9，φ，ρM，uM，α1，α2，71，ッ2）．　We　consider　the　second　term　of（35）．　Fbr
t〈0，we　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u△（t）＝πo
then，　from　the　fact
　　　　　　　［P△］翻亡1－一△一÷△（オ）一差圃f・r　t＞・・，
we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　T　　　　　　　　　　　－f。［P△］翻亡1φ＠△（オ），オ）dt
　　　　　　　　　　　－1∠Tφ幽，孟）u△（t）一差（t－△t）dt
　　　　　　　　　　　－1∬φ＠△（t），t）一φ（楽＋△t）醐u△働
　　　　　　　　　　　　　一去ズφ幽，オ）u△（t－AtAt）dt・
It　is　not　di伍cult　to　show　that
　　　　　　　　　φ＠△’（t十△’t），オ十△，オ）一φ＠△’（オ），オ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムノオ
　　　　　　　　　ー歩ズ＋A’‘　｛il・　（xA’　（s），s）（xA’）・（s）＋96t＠％），の｝ds
　　　　　　　　　－→φω＠㊨，t）xノ（の＋qst＠（の，の　　unifbrmly　in［0，　T］
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and
　　　　　　　　　　　　　　　　　A’‘　ip（♂’（t），孟）・LAt（気丞オ）dt　　　　　　　　　　　　　　　f。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　》
　　　　　　　　　　　　　　　　一噛ズφ（x△’（t），オ）dt一π・φ（叫
from　the　boundedness　of　xノ（t），　from　Proposition　14，　and　from　the　fact　thatφ，φ舌
andφx　are　unifbrmly　colltinuous．　Hence，
　　　　　　　　一ズ囲：1：：1：：：φ＠At（t）砂
　　　　　　　　一一1ズ〆（t）｛ip・＠（t），オ）＋xt（オ）φ繍t）｝dトき・φ（・，・）
asムノx　tends　to　zero．1、ast，　fbr　P△，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠，オ））φ田（勧｛オオ∬〉。撫脚一∬〉。P（ρAt
∬D掴鋸）｛pA’－P（ρA’）｝醐
く・m（｛（Dダ＼D・）U（D・＼Dヂ’｝∩｛＠，オ）・・＜オ＜T｝）
　　　　　T・∠　　　　　　　ゆ（t）－x△’（の1dt－→0
by　the　boundedness　P△，ρ△，　and　by　the　de丘nition　PA　and　P．　Therefbre，　fbr
the　equation　of　momentum　conservation，　the　proposition　is　valid．　The　proof　of
Proposition　15　is　complete．
7．Proof　of　the　Main　Theorem
　　　In　this　section，　we　shall　give　the　proof　of　Theorem　1．　As　we　saw　in　Section　4，
by　Proposition　6　and　Proposition　11，　there　is　a　subsequence｛∠S，ノx｝of｛∠Yx｝such
that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ui△”一σ、，砿ρ”→trr　α．・．
This　shows
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul・＝O　　a．e．　in　　D2，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ur＝O　　a．e．　in　　D1．
Therefbre，　by　taking　a　functionσas
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ＝Ul十Ur，
　　　　　　　　　　　　　　　　　Σφ｛σ［η．（酔）］一［qr（醐｝dt・
　　　　　　　　　　　　　　　　　shock
By▽2ηr≧0，　it　fbllows　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ［ηr（硬）Hq。（砂）］≧o
（c£［2］），and　byφ＠（t），t）＝0，　we　obtain
　　　　　　（φ｛（xA）’（t）η。（岬）一・9。（酔）｝）（xA（t）＋o，　t）dt
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we　obtain　that（σ，x（t））is　a　generalized　solution　of　the　problem（1），（2），（3）and
（4）from　Propositions　11，14．
　　　Last，　we　show　that　the　solution　satisfies　the　entropy　inequalities
　　　　　　　　　　　　　　　　ηz（σ＠，t））t十ql（σ（x，オ））x　≦O　　in　　D1，
　　　　　　　　　　　　　　　　ηr（σ＠，t））亡十97（σ（x，オ））x≦O　in　D2
in　the　distribution　sense　fbr　any　weak　entropy　pair（η1，ql），（ηr，qr）such　that
　　（ηz，q∂，（ηr，（1T）are　the　entropy　pair　for　P＝pl（ρ），　P＝P2（ρ），　respectively，
　　▽ηzand▽ηr　are　bounded　onΣフl　and　Xr，　respectively，
　　▽2ηi≧Oand▽2η．≧0，　where▽＝（∂ρ，∂m）．
We　only　consider　those　on　D2．】letφ＠，t）∈σ8°（D2）andφ≧0．　By　a　calculation
similar　to　Section　5，　we　have
　　　　　　　　　　臨｛ηr（岬）幅醐dxdt
　　　　　　　　　　一瓢△，）φ圃［ηr（酔）］器
　　　　　　　　　　　　＋f。T（φ｛＠△）伽鴫％硝｝）幽＋曜
　　　　　　　　　　　　＋ズ
　　　≦
where　O＝0（ηr，ρM，zLM，α2，ty2，ilx）．　By（28），
駐ん｛φ圃一φ（鍔，nAt）｝圃器
∬
f。T｛φ幽，オ）一岬，オ）｝｛（・・△）伽酔）－9・（砕）｝幽＋轍
f，Tlx△（t）－x（の臨
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　　　　　　m－1
≦°△ ［σA］z2；8sup
ひ∈．XT
1▽ηr（σ）1dx
≦　d∠LA（n△t）［σ△］z21；8dx
≦…ﾗ　）［σ△］翻 ず（慧ム…）14り瑠
≦o》亙，
where　O＝0（φ部，suppφ，ηr，ρM，uハ4，α2，ッ2）．　Hence，　we　obtain
臨〃｛η。（u訴△”）幅（酔’）φ・｝dxdt
≧一・価イ幽一x（t）1dt－・・
Th6refore，　it　fbllows　that
ffD、｛nr（tr）φ・
＋9r（σ）φ澱｝dxdt≧0．
Thus，　the　proof　of　Theorem　l　is　complete．
　　　　REMARK．　Recently　P．L．Lions　etα1．　announced　that　they　solved　the　Cauchy
problem　fbr　isentropic　gas　dynamics　in　the　case
ツ．＞1
fbr　large　initial　data（for　7≧3，　see［7］）．　This　seems　to　have　been　solved　by　the
compensated　coMpactness　theory　and　by　the　kinematic　approach．　This　is　a　very
important　and　original　result；however，　I　do　not　think　that　it　is　possible　to　apply
their　method　to　our　initia1　boundary　value　problem．
References
［1］
［2］
［3］
［4］
［5］
Chen　Guiqiang，　Convergence　of七he　Lax－Fliriedrichs　scheme　for　isentropic　gas　dynamics（皿）．
Acta　Ma七h．　Sci．，6（1986），75－120（Chinese　edi七ion：8（1988），101－134）．
Ding　Xiaxi，　Chen　Guiqiang　and　Luo　Peizhu，　Convergence　of　the　Lax－Friedrichs　scheme
fbr　isen七ropic　gas　dynamics（1）一（ll）．　Acta　Ma七h．　Sci．，5（1985），415－432，433－472（Chinese
edi七ion：7（1987），467－481；8（1988），61－94）．
R．J．　DiPerna，　Convergence　of　approxima七e　solu七ions　to　conservation　laws．　Arch．　RationaL
Mech．　AnaL，82（1983），27－70．
R．J．　DiPerna．　Convergence　of　viscosity　method　for　isentropic　gas　dynarnics．　Comm．　Math．
Phys．，91（1983），1－30．
L．C．　Evans，　Weak　Convergence　Methods　for’Nonlinear　Par七ial　Differential　Equations．　CBMS
Regional　Conference　Ser．　in　Math．，74，　AMS，1990．
194 S．TAKENO
67・
［8］
［9］
［10！
［11］
231⊥－
［14］、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨP．D．　Lax，　Hyperbolic　conserYation　laws　H．　Comm．．　Pure　AppL　Math．，10（1957），537－566．
P・LLions，　B・Perthame　and　E・Tadmor，　Kine七ic　formulation　of七he　isen七ropic　gas　dynamics．
Comm．　Ma七h．　Phys．，163（1994），415－431．
T．P．Liu，　The　free　piston　problem　for　gas　dynamics．　J．　Differential　Equations，30（1978），
175－191．
T．Nishida，　Global　solu七ion　for　an　initial　botindary　value　problem　of　a　quasilinear　hyperbolic
sys七em．　Proc．　Japan　Acad．，44（1968），642－646．
T．Nishida　and　J．Smoller，　Solu七ions　in　the　Iarge　for　some　nonlinear　hyperbolic　conservation
laws．　Comm．　pure　Appl．　Math．，26（1973），183－200．
T．Nishida　and　J．Smoller，　Mixed　problems　fbr　nonlinear　conserva七ion　laws．　J．　Differential
Equa七ions，23（1977），244－269．
J．Smollgr，　Shock　Waves　and　Reaction－diffusion　Equations．　Springer，　New　York，1982．
S．Takeno，　Ini七ial　boundary　value　problems　for　isen七ropic　gas　dynamics．　Proc．　Royal　Soc．
Edinburgh，120A（1992），1－23．
L．Tar七ar，　Compensated　compac七ness　and　apPlications七〇　partial　differen七ial　equations．　Non－
linear　Analysis　and　Mechanics，　Herio七一Wa七七Symposium，　VbL4（ed．　R，J．Knops），　Research
Notes　in　Mathematics　39，　Pi七man，　London，1979，136－211．
